E a r l i e r r e s u l t s a r e g e n e r a l i z e d i n two d i s t i n c t w a y s : 1) t h e c o n t r o l cons t r a i n t s e t i s only assumed :onvex (and hence possibly n o n o p e n ) t h u s a l l o w i n g t h e o p t i m a l s t e a d y -s t a t e c o n t r o l t o be a n e l e m e n t o f t h e c o n t r o l c o n s t r a i n t set boundary and 2 ) a u x i l i a r y n o r m a l i t y c a n d i t i o n s a r e e l i m i n a t e d .
I n t r o d u c t i o n F o r t h e a u t o n o m o u s c o n t r o l p r o c e s s
x ( t ) = f ( x ( t ) , u ( t ) ) , t E 10,m) ,
t h e simplest o p e r a t i o n i s s t e a d y s t a t e , i . e . , 0 = f ( x , u ) , _ _ where x and < a r e c o n s t a n t .
The a p p r o a c h o f p e r i o d i c c o n t r o l i s t o c o n s i d e r c o n t r o l s a n d s t a t e s t h a t s a t i s f y a p e r i o d i c i t y c o n d i t i o n x ( 0 ) = X(T)
w i t h t h e g o a l o f m i n i m i z i n g a n a v e r a g e c r i t e r i o n
The r e a s o n i n g b e h i n d t h i s a p p r o a c h i s t h a t a n y c o n t r o l which i s o p t i m a l o v e r [ O , T ] c a n b e r e p e a t e d i n I:,27], [ Z T ,~T ] and so f o r t h . The c e n t r a l q u e s t i o n s of p e r i o d i c c o n t r o l a r e :
1) when d o e s t i a e -d e p e n d e n t ( p e r i o d i c ) c o nt r o l p r o d u c e b e t t e r p e r f o r m a n c e t h a n c o n s t a n t ( s t e a d ys t a t e ) c o n t r o l ( t h i s s i t u a t i o n i s c a l l e d " p r o p e r " ) a n d
2 ) what mechanisms a r e r e s p o n s i b l e f o r e f f e c t i n g t h i s improvement,
Y o s t o f t h e a p p l i c a t i o n s o f p e r i o d i c c o n t r o l h a v e
been i n two a r e a s , n a m e l y , c h e m i c a l p r o c e s s c o n t r o l (maximum y i e l d , e . g . , 113) a n d a i r c r a f t p e r f o r m a n c e (maximum r a n g e , maximum e n d u r a n c e a n d p e a k a l t i t u d e , e . g . , 1 2 -4 1 ) .
O t h e r a p p l i c a t i o n a r e a s i n c l u d e s o l a r e n e r g y c o l l e c t i o n (151) and economic theory (161).
T h e o r e t i c a l a p p r o a c h e s t o p e r i o d i c c o n t r o l a r e u s u a l l y i n t h e f o r m o f o p t i m a l i t y c o n d i t i o n s a s t e s t s f o r p r o p e r . F i r s t -o r d e r o p t i m a l i t y c o n d i t i o n s (e.g., [ 7 ] ) are b a s e d u p o n s t r o n g c o n t r o l v a r i a t i o n s .
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S e c r e t a r i a l s u p p o r t w a s p r o v i d e d b y L i n c o l n Labo r a t o r y , MIT. c o n t r o l v a r i a t i o n s , on t h e o t h e r h a n d , a r e useless i n a s c e r t a i n i n g p r o p e r i n a f i r s t -v a r i a t i o n a n a l y s i s s i n c e t h e a v e r a g e v a l u e o f t h e i r d y n a m i c c o m p o n e n t s i s z e r o . . X s e c o n d -o r d e r s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r p r o p e r b a s e d upon weak c o n t r o l v a r i a t i o n s ( t h e Z t e s t ) was f i r s t g i v e n i n [ a ] and was s u b s e q u e n t l y g e n e r a l i z e d t o p r o blems i n v o l v i n g s i d e c o n s t r a i n t s i n
[9]. I t was subseq u e n t l y shown i n [lo] and [ll] t h a t t h e 2 t e s t of [9] may i n c o r r e c t l y p r e d i c t p r o p e r u n l e s s a n o r m a l i t y c o n d i -
Also, i n 18-11] it i s a s s u m e d t h a t t h e o p t i m a l s t e a d y -s t a t e c o n t r o l u l i e s i n t h e i n t e r i o r o f t h e c o n t r o l c o n s t r a i n t s e t . T h i s , o f c o u r s e , s i m p l i f i e s m a t t e r s s i n c e l o c a l c o n t r o l v a r i a t i o n s c a n b e a r b i t r a ri l y s e l e c t e d .
In c e r t a i n a p p l i c a t i o n s , h o w e v e r , u l i e s i n t h e b o u n d a r y o f t h e c o n t r o l c o n s t r a i n t s e t . F o r example, i n t h e p r e s e n c e o f a n a l t i t u d e c o n s t r a i n t f o r t h e maximum r a n g e c r u i s e p r o b l e m , t h e o p t i m a l s t e a d ys t a t e c r u i s e p a t h o c c u r s a t maximum a l t i t u d e ([lb]).
The p u r p o s e o f t h e p r e s e n t p a p e r , t h e n , i s t o e x t e n d t h e I t e s t i n two d i s t i n c t ways: t o e l i x i n a t e t h e n o r m a l i t y c o n d i t i o n a n d t o a l l o w t h e o p t i m a l s t e a d y -s t a t e c o n t r o l t o l i e i n t h e b o u n d a r y o f a (nonopen) convex control c o n s t r a i n t s e t . The p r o o f s c a n be f o u n d i n 1161.
. Problem Formulation
Let R d e n o t e t h e r e a l a n d C t h e c o m p l e x f i e l d . I f I i s a n i n t e r v a l a n d 14 C RS, then AC(I,W), >l(I,k') and L (1,L') ( p E I l , m ] ) d e n o t e , r e s p e c t i v e l y , t h e set of a l l f e n c t i o n s h : I + I\' w h i c h a r e a b s o l u t e l y c o n t i n u o u s , measurable and L -i n t e g r a b l e o r e s s e n t i a l l y b o u n d e d .
Let i = f l and ? e t I d e n o t e t h e s by s i d e n t i t y m a t r i x .
L e t X c Rr', U C R" and Y C R e be opfn, U C U b e convsx, gi:
x Uc which minimizes s u b j e c t t o ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) , 
I f a l o c a l minimum ( x , 3 of oss is n o t a l o c a l s t e a d y -s t a t e minimum of OPC t h e n OPC i s l o c a l l y p r o p e r a t ( x , u ) .
. S e c e s s a r y C o n d i t i o n s f o r

OSS In t h i s s e c t i o n we p r e s e n t f i r s t -and second-order n e c e s s a r y c o n d i t i o n s f o r a l o c a l minimum of OSS. For c o n v e n i e n c e ( a n d w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y s i n c e we a r e c o n c e r n e d w i t h l o c a l o p t i m a l i t y ) ,
we assume t h a t a l l i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s a r e a c t i v e a t t h e o p t i m a l -p a i r (x,?), i. e . , g i ( y ) = 0 , i = 1 , . , . , j , where y = f ( x , u ) . D e f i n e t h e L a g r a n g i a n L(x,u,y,a,A,u) = 3 g ( y ) + x f ( x , u ) + LI ( f ( x , u ) -y ) , T T T -J where S i n c e s e v e r a l f u n c t i o n s w i l l b e e v a l u a t e d a t x,u,-yL we emplgy a super-bar notation. For example,
The r e s u l t s o f t h e p r e s e n t p a p e r a r e c o n f i n e d t o t h e c a s e i n w h i c h A i s i n v e r t i b l e . F o r t h e g e n e r a l c a s e , s e e 1 1 6 1 .
The s e c o n d -o r d e r n e c e s s a r y c o n d i t i o n s a r e s t a t e d i n t e r m s o f v a r i a t i o n s i n t h e c o n t r o l v a r i a b l e s .
Up to a f i r s t o r d e r a p p r o x i m a t i o n t h e s e " c r i t i c a l d i r e c t i o n s " h a v e i n f e r i o r c o s t a n d s a t i s f y t h e a c t i v e c o n s t r a i n t s . YY Remark 3.1. i. and p do not a p p e a r as arguments o f L i n ( 3 . 6 ) a n d ( 3 . 7 ) s i n c e t h e y a r e d e t e r m i n e d i n terms of a i n ( 3 . 4 ) a n d ( 3 . 5 ) . 
C o n s i d e r a b l e s i m p l i f i c a t i o n i n t h e s t a t e m e n t o f
The f i r s t -o r d e r n e c e s s a r y c o n d i t i o n s o f Theorem
a r e i d e n t i c a l to Theorem of [ l l ] e x c e p t t h a t t h e r e U is assumed to be open and hence (3.6)
i s r e p l a c e 8 by -
( 3 . 6 ) '
I n both Theorem 3.1 of [ll] a n d t h e p r e s e n t p a p e r no a s s e r t i o n i s made as t o w h e t h e r a i s u n i q u e o r a > 0.
However, t h e s e c o n d -o r d e r n e c e s s a r y c o n d i t i o n s o!? o u r
Theorem 3.1 a r e more g e n e r a l t h a n T h e o r e m 3 . 2 o f [ l l ] s i n c e a n a u x i l i a r y n o r m a l i t y a s s u m p t i o n o r c o n s t r a i n t q u a l i f i c a t i o n d o e s n o t a p p e a r . S i n c e i t i s n o t known i n advance i f t h e r e e x i s t s a m u l t i p l i e r CL s a t i s f y i n g ( 3 . 4 ) -( 3 . 6 ) f o r ~~t & , t h e m u l t i p l i e r a s a t i s f yi n g ( 3 . 7 ) may depend on v 0'
.
The G e n e r a l i z e d 1 Test D e f i n e t h e m X m H e r m i t i a n n m a t r i x by S o t e t h e f o l l o w i n g f a c t .
P r o p c l s i t i o n 4.1. ( 3 . 9 ) i s e q u i v a l e n t t o lie c o n f i n e o u r a t t e n t i o n t o t h e s e t o f a d m i s s i b l e f u n d a r c e n t z l f r e q u e n c i e s .. 6 = . > : Jii i s n o t a n e i g e n v a l u e o f A , i = 1 , 2 , ... I t . Theorern 4 . i g e n e r a l i z e s p r e v i o u s r e s u l t s f r o n t h e l i t e r a t u r e i n two i m p o r t a n t r e s p e c t s .
T h i s r e s t r i c t i o n a v o i d s c a s e s i n w h i c h t h e
A U and hence a r b i t r a r y v a r i a t i o n s i n U a r e p e r m i t t e d ? I n t h e p r e s e n t c i s e t h e s t e a d y -s f a t e c o n t r o l c o m p o n e n t
s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 3 , t h e "max" f u n c t i o n i n ( 4 . 3 ) s t e n s d i r e c t l y f r o n t h e a b s e n c e o f a n o r r r . a l l t y c o n d i t i o n . I f a normali t y c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d ( s e e 1161)
'
may b e r e q u i r e d s o t h a t t h e " p e r t u r b e d " c o n t r o l i n (;?2) r e n a i n s i m i d e U . It i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t b e c a u s e o f (4.1) t h e s t e s d y -s t a t e t e r n s r e n d e r ( 4 . 3 ) less l i k e l y t o b e s a t i s f i e d . T h i s i s t o b e e x p e c t e d s i n c e ( x , u ) i s assumed t c b e o p t i m a l o v e r s t e a d y -s t a t e c o n t r o l s . H e n c e , l o c s e l y s p e a k i n g , t h e g e n e r a l i z e d T. t e s t f o r l o c a l l y p r o p e r i s s a t i s f i e d when t h e d y n a m i c c o n t r o l v a r i a t i o n h a s a g r e a t e r e f f e c t on improving system perf o r m a n c e t h a n t h e s t e a d y -s t a t e c o n t r o l v a r i a t i o n h a s on d e g r a d i n g i t .
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